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树上问题

CF802K

题意

给定一棵节点数为$n$的树，每一条边有一个权值。现在要求从$1$号点出发，在不经过一个点超过$k$次
的情况下经过的边的权值和最大。

题解

设$f_{i,0/1}$为以$i$为根的子树中进去后回溯/不回溯的边权最大值，合并时将子树对应值排序即可，如
果回溯的话只能从回溯的值里选，如果不回溯的话只能选一个不回溯的子树其它都要回溯，最后答案
为$f_{1,1}$。

CF804C

题意

有一颗$n$个节点的树和$m$种冰淇淋，树上的第$i$个节点有$s_i$个冰淇淋，且所有相同种类的冰淇淋
在树上构成了一个联通块。构造一个新的图$G$ ，$G$有$m$个节点，$G$中的$u$和$v$之间有边，当且仅
当存在至少一个在树上的节点满足他同时有第$u$种和第$v$种冰淇淋。你的任务是用尽可能少的颜色种
类数给$G$的每一个节点染色，使得没有两个相邻的节点有相同的颜色，要求输出方案。注意空的点集也
被认为是一个联通块。

题解

可以发现答案下界是数上节点中冰淇淋数量的最大值，因为这些它们对应的节点之间互相有边，可以发现
这个下界是可以被构造出来的。以冰淇淋最多的点为根开始遍历，因为原图是一棵树，所以如果不回溯一
个冰淇淋对应的连通块如果消失了那么它就永远不会出现，因此我们可以将它对应的颜色给另一种冰淇淋
而不会冲突，使用set维护这一过程即可，注意回溯的时候要撤销，细节比较多。

CF804D

题意

给定一片森林，$q$ 此询问，每次给出两个点 $u,v$ ，如果 $u,v$ 在一棵树内输出 $-1$ ，否则在这两棵树
任取一点临时建立一条边，求连边后的直径的期望。$(n,q\le 10^5)$
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题解

首先我们可以预处理出每个点在哪棵树中，其次预处理出每个点 $u$ 到这棵树叶子的最大值 $mx[u]$ ，这
个可以用树形$DP$ 处理，将每棵树按照这个最大值进行排序，最后在处理出每棵树的直径长度 $len$ 。询
问的时候枚举点数少的树，在另一棵树中寻找另一个点。将两棵树连接 $u,v$ 后的直径有两种情况：

$mx[u]+mx[v]+1$
$\max(len[u],len[v])$

第二种情况是一个定值，因此对于每一个 $v$ 我们可以二分出满足第一种情况的 $u$ 的个数，剩余的即
为第二种情况。最后答案要用 $map$ 记录下来避免重复询问。复杂度是神奇的 $O(n\sqrt{n}\log{n})$

CF1396E

题意

给你一棵$n$个节点的树，保证$n$为偶数，边权为$1$，问是否存在一个完美匹配，使得两两点之间距离
之和恰好等于$k$。$(n \le 10^5, k \le n^2)$

题解

我们考虑一条边，它将整棵树分为两部棵子树，大小分别为$x$和$n-x$，两者奇偶性相同。所有两点位于
两侧的匹配都会经过这条边，而其它匹配一定是在各自子树内完成的，因此这条边被经过的次数的奇偶性
一定和$x$相同，同时也有一个显然的上界$\min(x,n-x)$，设该边贡献的权值为$a$，则有$(x \mod 2 )\le a
\le \min(x, n - x)$。

我们以树的重心为根，那么除了根节点外，以每个节点为根的子树都小于另一部分，即$\min(x,n-x)=x$，
因此对于每一条边我们可以得到公式$\sum (siz_i\mod 2) \le k \le \sum siz_i$，且$k$的奇偶性和$\sum
siz_i$相同。下面通过构造证明这个必要条件也是充分的。

将根节点的每个子树中的点都和另一个子树匹配，总权值就是$\sum siz_i$，因为重心为根，每个子树大小
不超过总体的一半，因此该匹配是存在的。现在我们可以通过如下的方案将总权值减少到不小于$\sum
(siz_i\mod 2)$的任意与$\sum siz_i$奇偶性相同的值：

我们每次考虑根节点的各个子树，每次都考虑未匹配节点数最多的那个子树，我们每次将该子树中的两个
点$x,y$进行匹配（而不是像上述所说各自匹配到根节点另外子树的节点），对最终权值的减少量为$2
\cdot dep_{\operatorname{lca}(x,y)}$，因此我们只需不断地寻找两个合适的点进行匹配，使得最终权值
不断减少直到$k$。最后，因为我们每次都相当于让最大子树的节点数减少两个，因此根节点一直都是重心，
最后只需将剩余点按dfn序排序，贪心地令$i$和$i+\frac{|v|}{2}$匹配即可（类似2020牛客第二场那题）。

具体实现过程我们只需要开个大根堆维护最大的子树，再开个set维护每个子树中存在一个及以上儿子的节点
（不然没办法让它成为$\operatorname{lca}$）及其深度，并且每次优先选择最深的点删除即可。

CF1394D
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题意

给定一棵$n$个节点的树，每个节点有两个权值$a_i,b_i$，要求将树分为数条互不相交的链，每条边都必须
被划分，点可以重复，且每条链的$a_i$单调（非严格单增或单减），求所有链的$b_i$之和的最小值。$(n
\le 2 \times 10^5)$

题解

先考虑所有边都各自成一条链，然后再对边进行合并从而减少答案。考虑给边进行定向，由$a_i$小的点
指向大的点；如果两个点$a_i$相同那么边的方向任意，需要在后续dp过程中进行讨论。设$f_i$为以$i$为
根的子树中若$i$与它父亲的边向下所能减少的最大权值，$g_i$为以$i$为根的子树中若$i$与它父亲的边向
上所能减少的最大权值，$S_i$为节点$i$的子节点集合，那么有$$f_i=\max_{S\in S_i}(\sum_{j\in
S}f_j+\sum_{j \notin S \operatorname{and} j \in S_i}g_j+ b_i \cdot \min(|S|,|S_i|-|S|+1))$$
$$g_i=\max_{S\in S_i}(\sum_{j\in S}f_j+\sum_{j \notin S \operatorname{and} j \in S_i}g_j+ b_i \cdot
\min(|S|+1,|S_i|-|S|))$$ 前面的式子不好处理，我们可以化简得到$$\sum_{j\in S}f_j+\sum_{j \notin S
\operatorname{and} j \in S_i}g_j=\sum_{j\in S_i}g_j + \sum_{j \in S}(f_j-g_j)$$ 前者为定值，我们可以
将子节点的$f_j-g_j$从大到小排序，设为$sum_i$，同时设$cnt_i$为节点$i$的子节点数，则
有$$f_i=\sum_{j\in S_i}g_j+max_{j=0}^{cnt_i}(sum_j+b_i \cdot \min(j,cnt_i-j+1))$$
$$g_i=\sum_{j\in S_i}g_j+max_{j=0}^{cnt_i}(sum_j+b_i \cdot \min(j+1,cnt_i-j))$$ 最后根节点的答案
特判一下，即为$$root_i=\sum_{j\in S_i}g_j+max_{j=0}^{cnt_i}(sum_j+b_i \cdot \min(j,cnt_i-j))$$时
间复杂度$O(n \log n)$。
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