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LGV Lemma

更完整的定义见OI-wiki，这里给出一个应用较多的狭义定义（即 $\omega(P)=1$ 的情况）。

设起始点集合为 $A=\{a_1,a_2,\ldots,a_n\}$ ，终止点集合为 $B=\{b_1,b_2,\ldots,b_n\}$ ，在一个起止点
有唯一确定排列路径集的 DAG 上， $A\rightarrow B$ 的不相交路径集 $S$ 的个数可以用行列式
$\det(M)$ 表示，其中矩阵 $M$ 为

$${\begin{pmatrix}e(a_{1},b_{1})&e(a_{1},b_{2})&\cdots
&e(a_{1},b_{n})\\e(a_{2},b_{1})&e(a_{2},b_{2})&\cdots &e(a_{2},b_{n})\\\vdots &\vdots &\ddots
&\vdots \\e(a_{n},b_{1})&e(a_{n},b_{2})&\cdots &e(a_{n},b_{n})\end{pmatrix}}$$

证明

wikipedia

感性理解

我们以 $n=2$ 的情况为例：

$$\det(M)=e(a_1,b_1)e(a_2,b_2)-e(a_1,b_2)e(a_2,b_1)$$

即，不相交路径集的个数等于所有路径集个数减去交换终点后的所有路径集个数。

设交换终点前，有一相交路径集 $S$ ，设两路径最后的交点位置为 $p$ ，交换终点前， $p$ 到两终点的路
径分别为 $p\rightarrow b_1$ 和 $p\rightarrow b_2$ ，则存在交换终点后的路径，分别为 $p\rightarrow
b_2$ 和 $p\rightarrow b_1$ ，这对应一个交换终点后的路径集 $S'$ 。这说明，所有交换终点后有交点的路
径集都是交换终点前有交点的原路径集的一一映射。同时，由于交换终点后的路径必然相交，即交换终点
后的路径集是交换终点前有交点的原路径集的一一映射。

类似的，$n$ 更大的时候可以通过改变终点排列进行容斥，容斥的系数是逆序对个数。然后发现这很契合
行列式的定义，于是它其实就是这个矩阵的行列式。同时，这也说明：只有起止点之间唯一确定排列的路
径集才可以通过这个行列式进行简化运算。

应用

由于单纯容斥求和的复杂度是指数级，而求行列式可以用高斯消元 $O(n^3)$ 算出，因此可以使用此引理
快速计算从起点集合到终点集合不相交路径个数。
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https://oi-wiki.org/graph/lgv/
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