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动态规划 3

树形背包问题

基本模型

给定一棵 $n$ 阶树，每个结点拥有重量 $w_i$ 和价值 $v_i$，且选取某个结点必须选取该结点的父结点。

给定背包容量 $M$，问可以得到的最大价值。

$\text{dfs}$ 序优化

考虑后序遍历结点并编号，设 $\text{dp}(i,j)$ 表示仅考虑后序遍历前 $i$ 个结点的容量为 $j$ 的背包的
最大价值。

考虑新加入的第 $i$ 个结点，发现后序遍历前 $[i-sz_i+1,i]$ 个结点代表结点 $i$ 的子树。

分别考虑不选取第 $i$ 个结点和选取第 $i$ 个结点的情况，于是有状态转移方程

$$ \text{dp}(i,j)=\max(\text{dp}(i-sz_i,j),\text{dp}(i-1,j-w_i)+v_i) $$

时间复杂度 $O(nm)$。

void dfs(int u){
    sz[u]=1;
    for(int i=head[u];i;i=edge[i].next){
        int v=edge[i].to;
        dfs(v);
        sz[u]+=sz[v];
    }
    dfs_t++;
    _for(i,0,w[u])
    dp[dfs_t][i]=dp[dfs_t-sz[u]][i];
    _for(i,w[u],MAXM)
    dp[dfs_t][i]=max(dp[dfs_t-1][i-w[u]]+v[u],dp[dfs_t-sz[u]][i]);
}

点对优化

题意

洛谷p1273

给定一棵以 $1$ 为根的 $n$ 阶有根树，树的每条边有费用 $f_i$，树的叶节点有价值 $v_i$。

选取若干条边的利润为所有可以通过选取边与根节点连通的叶节点的价值和减去所有选取边的费用和。

https://www.luogu.com.cn/problem/P1273
https://www.luogu.com.cn/problem/P1273
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求利润非负时最多可以选取的边数。

题解

设 $dp(i,j)$ 表示以 $i$ 为根节点的子树中选取 $j$ 个叶子结点的最大盈利，不难得出状态转移方程。

考虑以类似枚举 $\text{LCA}$ 的方式合并子节点结果，可以 $O(n^2)$ 完成所有状态转移。最后查询满
足 $dp(1,i)\ge 0$ 的最大的 $i$ 即可。

const int MAXN=3e3+5,Inf=1e9;
LL dp[MAXN][MAXN];
int head[MAXN],edge_cnt;
struct Edge{
    int to,w,next;
}edge[MAXN];
void Insert(int u,int v,int w){
    edge[++edge_cnt]=Edge{v,w,head[u]};
    head[u]=edge_cnt;
}
int sz[MAXN];
void dfs(int u){
    for(int i=head[u];i;i=edge[i].next){
        int v=edge[i].to;
        dfs(v);
        for(int j=sz[u];j>=0;j--)_rep(k,1,sz[v])
        dp[u][j+k]=max(dp[u][j+k],dp[u][j]+dp[v][k]-edge[i].w);
        sz[u]+=sz[v];
    }
}
int main()
{
    int n=read_int(),m=read_int();
    _rep(i,1,n)_rep(j,1,n)dp[i][j]=-Inf;
    _rep(i,1,n-m){
        int k=read_int();
        while(k--){
            int v=read_int(),w=read_int();
            Insert(i,v,w);
        }
    }
    _rep(i,n-m+1,n)dp[i][1]=read_int(),sz[i]=1;
    dfs(1);
    for(int i=m;i>=0;i--){
        if(dp[1][i]>=0){
            cout<<i;
            break;
        }
    }
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    return 0;
}
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