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割点和桥

割点

对于一个无向图，如果把一个点删除后这个图的极大连通分量数增加了，那么这个点就是这个图的割点
（又称割顶）。

如何实现？

如果我们尝试删除每个点，并且判断这个图的连通性，那么复杂度会特别高。所以要介绍一个常用的算法：
Tarjan。

首先，我们上一个图：

很容易看出割点是 2，而且这个图仅有这一个割点。

首先，我们按照 DFS 序给他打上时间戳（访问的顺序）。

这些信息被我们保存在一个叫做 num 的数组中。

还需要另外一个数组 low，用它来存储不经过其父亲能到达的最小的时间戳。

例如 low[2] 的话是 1，low[5] 和 low[6] 是 3。

然后我们开始 DFS，我们判断某个点是否是割点的根据是：对于某个顶点 $u$，如果存在至少一个顶点
$v$（$u$ 的儿子），使得 $low_v\ge num_u$，即不能回到祖先，那么 $u$ 点为割点。

另外，如果搜到了自己（在环中），如果它有两个及以上的儿子，那么它一定是割点了，如果只有一个儿
子，那么把它删掉，不会有任何的影响。比如下面这个图，此处形成了一个环，从树上来讲它有 2 个儿子：

我们在访问 1 的儿子的时候，假设先 DFS 到了 2，然后标记用过，然后递归往下，来到了 4，4 又来到了 3，
当递归回溯的时候，会发现 3 已经被访问过了，所以不是割点。

更新 low 的伪代码如下：

如果 v 是 u 的儿子 low[u] = min(low[u], low[v]);
否则
low[u] = min(low[u], num[v]);

例题

洛谷 P3388【模板】割点（割顶）

题意：求割点

代码：

https://wiki.cvbbacm.com/lib/exe/fetch.php?tok=226c0e&media=https%3A%2F%2Foi-wiki.org%2Fgraph%2Fimages%2Fbridge1.png
https://wiki.cvbbacm.com/lib/exe/fetch.php?tok=e6d268&media=https%3A%2F%2Foi-wiki.org%2Fgraph%2Fimages%2Fbridge2.png
https://wiki.cvbbacm.com/lib/exe/fetch.php?tok=897732&media=https%3A%2F%2Foi-wiki.org%2Fgraph%2Fimages%2Fbridge3.png
https://www.luogu.com.cn/problem/P3388
https://www.luogu.com.cn/problem/P3388
https://www.luogu.com.cn/problem/P3388
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#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N=2e4+5,M=2e5+5;
int head[N],nxt[M],to[M],tot,cnt;
int dfn[N],low[N];
bool flag[N];
void addedge(int u,int v){
    nxt[++tot]=head[u];
    head[u]=tot;
    to[tot]=v;
}
void Tarjan(int u,int fa){
    dfn[u]=low[u]=++cnt;
    int child=0;
    for(int i=head[u];i;i=nxt[i]){
        int v=to[i];
        if(v==fa) continue;
        if(!dfn[v]){
            Tarjan(v,u);
            low[u]=min(low[u],low[v]);
            child++;
            if(low[v]>=dfn[u]&&u!=fa) flag[u]=1;//非根结点且子结点不能以不通过父
结点的方式到达父结点的祖先结点
        }
        else low[u]=min(low[u],dfn[v]);
    }
    if(u==fa&&child>=2) flag[u]=1;//是根结点且子结点数大于等于 2
}
int main(){
    int n,m;
    scanf("%d %d",&n,&m);
    for(int i=1;i<=m;i++){
        int x,y;
        scanf("%d %d",&x,&y);
        addedge(x,y);
        addedge(y,x);
    }
    for(int i=1;i<=n;i++){
        if(!dfn[i]) Tarjan(i,i);
    }
    int ans=0;
    for(int i=1;i<=n;i++)
        if(flag[i]) ans++;
    printf("%d\n",ans);
    for(int i=1;i<=n;i++)
        if(flag[i])
            printf("%d ",i);
    return 0;
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}

POJ 2117 Electricity

题意：选定一个结点，使得删掉它之后的连通块数量最多

题解：对于根结点，删掉它之后新增连通块为其儿子数-1；对于非根结点的割点，删掉它之后新增的连通
块等于其儿子数。

代码：

#include<cstdio>
#include<vector>
#include<cstring>
using namespace std;
const int N=1e4+5;
vector<int>adj[N];
int n,m;
int dfn[N],low[N],cnt;
int block[N];
void init(){
    memset(block,0,sizeof(block));
    memset(dfn,0,sizeof(dfn));
    memset(low,0,sizeof(low));
    for(int i=1;i<N;i++) adj[i].clear();
    cnt=0;
}
void addedge(int u,int v){
    adj[u].push_back(v);
    adj[v].push_back(u);
}
void Tarjan(int u,int fa){
    low[u]=dfn[u]=++cnt;
    int child=0;
    for(int i=0;i<adj[u].size();i++){
        int v=adj[u][i];
        if(v==fa) continue;
        if(!dfn[v]){
            child++;
            Tarjan(v,u);
            low[u]=min(low[u],low[v]);
            if(fa!=u&&low[v]>=dfn[u]) block[u]++;
        }
        else low[u]=min(low[u],dfn[v]);
    }
    if(fa==u) block[u]=child-1;
}
int main(){
    while(scanf("%d %d",&n,&m)&&(n||m)){
        init();

http://poj.org/problem?id=2117
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        for(int i=1;i<=m;i++){
            int x,y;
            scanf("%d %d",&x,&y);
            x++;y++;
            addedge(x,y);
        }
        int parts=0;
        for(int i=1;i<=n;i++){
            if(!dfn[i]){
                parts++;
                Tarjan(i,i);
            }
        }
        int maxx=0;
        for(int i=1;i<=n;i++) maxx=max(maxx,parts+block[i]);
        printf("%d\n",maxx);
    }
    return 0;
}

割边

和割点差不多，叫做桥。

对于一个无向图，如果删掉一条边后图中的连通分量数增加了，则称这条边为桥或者割边。严谨来说，
就是：假设有连通图 $G=\{V,E\}$，$e$ 是其中一条边（即 $e\in E$），如果 $G-e$ 是不连通的，则边
$e$ 是图 $G$ 的一条割边（桥）。

比如说，下图中，

红色箭头指向的就是割边。

实现

和割点差不多，只要改一处：$low_v>num_u$ 就可以了，而且不需要考虑根结点的问题。

割边是和是不是根结点没关系的，原来我们求割点的时候是指点 $v$ 是不可能不经过父结点 $u$ 回到祖
先结点（包括父结点），所以顶点 $u$ 是割点。如果 $low_v=num_u$ 表示还可以回到父结点，如果顶点
$v$ 不能回到祖先也没有另外一条回到父亲的路，那么 $u-v$ 这条边就是割边。

代码实现

下面代码实现了求割边，其中，当 isbridge[x] 为真时，(father[x],x) 为一条割边。

https://wiki.cvbbacm.com/lib/exe/fetch.php?tok=77a7b4&media=https%3A%2F%2Foi-wiki.org%2Fgraph%2Fimages%2Fbridge4.png
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int low[MAXN], dfn[MAXN], iscut[MAXN], dfs_clock;
bool isbridge[MAXN];
vector<int> G[MAXN];
int cnt_bridge;
int father[MAXN];
 
void tarjan(int u, int fa) {
  father[u] = fa;
  low[u] = dfn[u] = ++dfs_clock;
  for (int i = 0; i < G[u].size(); i++) {
    int v = G[u][i];
    if (!dfn[v]) {
      tarjan(v, u);
      low[u] = min(low[u], low[v]);
      if (low[v] > dfn[u]) {
        isbridge[v] = true;
        ++cnt_bridge;
      }
    } else if (dfn[v] < dfn[u] && v != fa) {
      low[u] = min(low[u], dfn[v]);
    }
  }
}

例题

HDU4738 Caocao’s Bridges

题意：输出一条边权最小的割边

题解：模板题求割边，注意有重边和零边权等细节。

代码：

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N=1e3+5,INF=2e9;
struct Edge{
    int s,t,w;
};
vector<Edge>adj[N];
bool ok;
bool e[N][N];
int times[N][N];
int dfn[N],low[N],cnt,ans;
void init(){
    for(int i=1;i<N;i++) adj[i].clear();
    memset(e,0,sizeof(e));
    memset(times,0,sizeof(times));
    memset(dfn,0,sizeof(dfn));

http://acm.hdu.edu.cn/showproblem.php?pid=4738
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    memset(low,0,sizeof(low));
    cnt=ok=0;
    ans=INF;
}
void addedge(int u,int v,int w){
    adj[u].push_back((Edge){u,v,w});
    adj[v].push_back((Edge){v,u,w});
}
void Tarjan(int u,int fa){
    dfn[u]=low[u]=++cnt;
    for(int i=0;i<adj[u].size();i++){
        int v=adj[u][i].t;
        int w=adj[u][i].w;
        if(v==fa) continue;
        if(!dfn[v]){
            Tarjan(v,u);
            low[u]=min(low[u],low[v]);
            if(low[v]>dfn[u]){
                if(!e[u][v]) ans=min(ans,w),ok=1;
            }
        }
        else low[u]=min(low[u],dfn[v]);
    }
}
int main(){
    int n,m;
    while(scanf("%d %d",&n,&m)&&(n||m)){
        init();
        for(int i=1;i<=m;i++){
            int x,y,z;
            scanf("%d %d %d",&x,&y,&z);
            times[x][y]++;
            times[y][x]++;
            if(times[x][y]>1) e[x][y]=e[y][x]=1;
            addedge(x,y,z);
        }
        int parts=0;
        for(int i=1;i<=n;i++){
            if(!dfn[i])
                parts++,Tarjan(i,i);
        }
        if(parts>1) printf("0\n");
        else{
            if(ok) printf("%d\n",max(ans,1));
            else printf("-1\n");
        }
 
    }
    return 0;
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