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可逆背包

问题简介

考虑这样一个问题：有 $n$ 个物品，体积分别是 $w_1,w_2,\cdots,w_n$，背包容量为 $m$，共有 $n$ 次询
问，第 $i$ 次询问要求不选物品 $i$ 时共有多少选法装满背包。

思路分析

如果对于每个询问依次求 01 背包问题，单次询问需要 $O(nm)$ 的时间，总复杂度 $O(n^2m)$。而退背包
能让我们不需要对于每个询问都进行完整的 DP，而是用 $O(m)$ 时间去掉选择了物品 $i$ 的方案数，那么
整个过程需要一次 $O(nm)$ 的DP和 $n$ 次 $O(m)$ 的退背包/加背包过程，整体复杂度就降到了
$O(nm)$。

算法步骤

1. 执行一次 01 背包算法过程

for(int j=m;j>=w[i];--j)
    f[j]+=f[j-w[i]];

2. 对每个物品，将其看作是最后一个加入背包的物品，然后减掉它的方案数

memcpy(g,f,sizeof f);
for(int j=w[i];j<=m;++j)
    g[j]-=g[j-w[i]];

例题

例 1

洛谷 P4141 消失之物

题意

有 $n$ 个物品，体积分别是 $w_1,w_2,\cdots,w_n$，现第 $i$ 个物品丢失，用剩下的 $n-1$ 个物品装满容
积为 $x$ 的背包，有几种方法。把答案记为 $cnt(i,x)$，要得到所有 $i\in[1,n],x\in[1,m]$ 的 $cnt(i,x)$ 表
格。输出 $n\times m$ 的矩阵，表示 $cnt(i,x)$ 的末位数字。

$1\le n,m\le 2000$。

https://www.luogu.com.cn/problem/P4141
https://www.luogu.com.cn/problem/P4141
https://www.luogu.com.cn/problem/P4141
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题解

令 $f[j][0]$ 表示不算消失的物品组成容积为 $j$ 的方案数，即 01 背包问题，令 $f[j][1]$ 表示删掉某个物
品后组成容积为 $j$ 的方案数。初始化是 $f[0][0]=f[0][1]=1$，即容积为 0 时方案数为 1

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int N=2e3+5;
int f[N][2],w[N];
 
int main(){
    int n,m;
    scanf("%d %d",&n,&m);
    for(int i=1;i<=n;i++) scanf("%d",&w[i]);
    f[0][0]=f[0][1]=1;
    for(int i=1;i<=n;i++){
        for(int j=m;j>=w[i];j--){
            f[j][0]=(f[j][0]+f[j-w[i]][0])%10;
        }
    }
 
    for(int i=1;i<=n;i++){
        for(int j=1;j<=m;j++){
            if(j-w[i]>=0) f[j][1]=(f[j][0]-f[j-w[i]][1]+10)%10;
            else f[j][1]=f[j][0]%10;
            printf("%d",f[j][1]);
        }
        puts("");
    }
    return 0;
}
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